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Решетняк О. І. Моделювання оптимального інвестиційного портфеля недержавного пенсійного фонду
Метою статті є розробка рекомендацій, спрямованих на формування оптимального інвестиційного портфеля недержавного пенсійного фонду 
відповідно до критерію мінімального рівня ризику, визначеного на основі інструментарію теорії нечітких множин. Запропоновано метод оцінки 
ризику інвестування в цінні папері, що враховує тільки лівосторонній ризик на підставі нечітких множин, і моделі для цього розрахунку. Знахо-
дження оптимальної структури інвестиційного портфеля рекомендується звести до вирішення математичної задачі лінійного програмування, 
де функцією цілі буде виступати мінімізація ризику портфеля залежно від його структури та системи заданих обмежень відповідно до встанов-
лених для портфеля недержавного пенсійного фонду напрямків інвестиційних вкладень. Запропонована модель характеризується тим, що об-
меження складають законодавчо встановлені види фінансових інструментів і наявність ліміту інвестування, а цільова функція мінімізує рівень 
ризику, визначений на основі нечітких множин.
Ключові слова: оптимальний інвестиційний портфель, ризик цінних паперів, структура портфеля, нечітка множина.
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Решетняк Е. И. Моделирование оптимального инвестиционного 

портфеля негосударственного пенсионного фонда
Целью статьи является разработка рекомендаций, направленных на 
формирование оптимального инвестиционного портфеля негосудар-
ственного пенсионного фонда в соответствии с критерием минималь-
ного уровня риска, определенного на основе инструментария теории 
нечетких множеств. Предложены метод оценки риска инвестирования 
в ценные бумаги, который учитывает только левосторонний риск на 
основании нечетких множеств, и модели для расчета уровня риска. 
Нахождение оптимальной структуры инвестиционного портфеля 
рекомендуется свести к решению математической задачи линейного 
программирования, где функцией цели выступает минимизация ри-
ска портфеля в зависимости от его структуры и системы заданных 
ограничений в соответствии с установленными для портфеля негосу-
дарственного пенсионного фонда направлениями инвестиционных вло-
жений. Предложенная модель характеризуется тем, что ограничения 
составляют законодательно установленные виды финансовых инстру-
ментов и наличие лимита инвестирования, а целевая функция миними-
зирует уровень риска, определенного на основе нечетких множеств.
Ключевые слова: оптимальный инвестиционный портфель, риск цен-
ных бумаг, структура портфеля, нечеткое множество.
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for a Non-State Pension Fund
The article is aimed at elaborating recommendations directed towards form-
ing the optimal investment portfolio for a non-State pension fund, in accor-
dance with the criterion of the minimum level of risk, determined on the basis 
of the fuzzy sets theory instrumentarium. A method for evaluating the risk of 
investing in securities has been proposed, which makes allowance only for 
the left-hand risks based on fuzzy sets, and models for estimation of the level 
of risk. Finding the optimal structure of investment portfolio is recommend-
ed to reduce down to solving a mathematical task of linear programming, 
where the target function will be minimizing the portfolio risk depending on 
its structure and the system of the limits established, in accordance with the 
directions of investment defined for the portfolio of a private pension fund. 
Characterizing the proposed model can be specified, that restrictions are 
comprised of the legally established types of financial tools and the avail-
ability of investment limit, while the target function minimizes the risk level 
determined on the basis of fuzzy sets.
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За статистичними даними, в Україні на початок 
2016 р. проживає 12,1 млн осіб пенсійного віку, 
що становить 28,5% від усіх 42,5 млн осіб, що про-

живають в Україні. Сьогодні на 10 працюючих україн-
ців припадає 9 пенсіонерів [1]. А за оцінками експертів, 
уже до 2050 р. кількість населення працездатного віку 
знизиться до 14,4 млн осіб. Середня пенсія, яку отри-
мують українські пенсіонери, становить 1427 грн, тоб-
то сучасний рівень загальнообов’язкового соціального 
страхування в Україні не забезпечує гідного життя для 
громадян похилого віку.

Для того, щоб у пенсійному віці отримувати до-
статній для нормального життя дохід, у багатьох краї-

нах населення починає відкривати свої особисті пенсій-
ні рахунки ще на початку свого трудового стажу. Розмір 
особистої пенсії залежить від тривалості накопичення 
та регулярності поповнення пенсійного рахунку [1].  
В Україні також існує можливість формування недер-
жавного пенсійного забезпечення, тобто можуть функ-
ціонувати недержавні пенсійні фонди (НПФ) – некомер-
ційні організації соціального забезпечення. Однак для 
того, щоб пенсіонер міг отримувати гідний дохід після 
закінчення трудової діяльності, гроші, які вкладаються 
в такі фонди, повинні бути інвестовані. Виникає пробле-
ма, пов’язана із забезпеченням достатнього рівня дохо-
ду інвестиційних портфелів НПФ, який би забезпечував 
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для пенсіонерів гідну старість, а також низький рівень 
ризику, пов’язаний з його формуванням.

Законодавчо вводяться обмеження на структуру 
інвестиційних портфелів НПФ, тобто, при розгляді його 
можливих напрямів інвестування можуть бути сформо-
вані такі активи: банківські депозити й ощадні сертифі-
кати не більше 40%; іпотечні цінні папери не більше 40%; 
банківські метали не більше 10%; облігації резидентів 
України не більше 40%; цінні папери нерезидентів мак-
симум 20%; акції резидентів України не більше 40%; цінні 
папери та облігації місцевих позик не більш 20%; цінні па-
пери одного емітента (за винятком цінних паперів, гаран-
тованих Кабінетом Міністрів України) не більше 5% [2].

Метою статті є розробка рекомендацій, спрямо-
ваних на формування оптимального інвестиційного 
портфеля недержавного пенсійного фонду відповідно 
до критерію мінімального рівня ризику, визначеного на 
основі інструментарію теорії нечітких множин.

Завдання, що виникають при формуванні структури 
інвестиційного портфеля, зокрема цінних паперів, 
та виборі перспективних об’єктів інвестування, 

широко висвітлені в зарубіжній і вітчизняній літера-
турі. Розробкою цих завдань займалися провідні вчені 
західної Європи, США, Японії, серед яких Дуань Лі [3],  
Г. Марковіц [4], М. Міллер, Х. Конно [5], Ю. Симаан [6], 
В. Шарп [7], а в числі вітчизняних учених, що пропону-
ють використання кількісних методів у фінансовій сфе-
рі: Бланк І. А., Карагодова О. А., Клебанова Т. С., Кизим 
М. О. [8], Лукашин Ю. П., Черняк О. І. та ін. З огляду на 
складність досліджуваної проблеми велика кількість 
питань залишається невирішеними. Зокрема, оцінки 
рівня ризику оптимального інвестиційного портфеля.

У зв’язку з цим може бути сформульована і вирі-
шена математична задача, пов’язана з побудовою моделі 
оптимального інвестиційного портфеля НПФ з ураху-
ванням діючих обмежень по структурі, рівню очікувано-
го доходу, що мінімізує рівень ризику для вкладників до 
недержавного пенсійного фонду. Саме мінімізація рівня 
ризику є найбільш важливим критерієм вкладів в умовах 
високо ступеня невизначеності та можливої збитковос-
ті вітчизняних підприємств і банків. Саме збереження 
вкладів при формуванні недержавного пенсійного фонду 
може послужити основною метою для громадян України 
при забезпеченні свого майбутнього на пенсії.

Як зазначалося раніше, основними заходами ри-
зику фінансового активу (цінного паперу) є показники 
стандартного відхилення (волатильність) і дисперсія 
його прибутковості, які говорять про ступінь можливо-
го розкиду фактичної дохідності навколо його середньої 
(очікуваної) прибутковості. Дані показники визнача-
ються на основі минулих статистичних даних прибутко-
вості активів і відображають відхилення як у більшу, так 
і в меншу сторону. Така оцінка ризику при формуванні 
портфеля цінних паперів не є вірною, оскільки збіль-
шення рівня прибутковості в порівнянні з очікуваним 
(середньої) прибутковістю цінного папера також роз-
глядається як негативний фактор [2–9].

Уникнути такого ризику можна на підставі вико-
ристання теорії нечітких множин при оцінці рівня ризи-
ку цінних паперів [10; 11].

Прибутковість цінних паперів (d) може змінювати-
ся в часі t. Вивчення зміни прибутковості цінних паперів у 
часі можуть дозволити за аналізований період визначити 
максимальну прибутковість, яку забезпечували вкладен-
ня в даний вид цінних паперів (dmax), мінімальну прибут-
ковість (dmin) і середню прибутковість (dср). У результаті 
отримуємо трикутне нечітке значення показника прибут-
ковості (dmax, dср, dmin). На рис. 1 представлені можливі 
значення функції приналежності £ трикутного нечіткого 
значення показника прибутковості (dmax, dср, dmin).

Рис. 1а)

dmin dmахdcp

£ 1

 

Рис. 1б)

dmin dmахdcp

£ 
1

Рис. 1в) 

Розглянемо це більш детально. Оскільки результат 
розрахунку прибутковості по кожній аналізовано-
му цінному папері являє собою трикутне непарне 

число, то при співвідношенні його з критерієм ефектив-
ності W (де W – чіткий критерій ефективності для інвес-
тора, тобто критерій, нижче якого вкладення в цінний 
папір вважається невигідним) утворюється чотири мож-
ливі випадки (рис. 2), у кожному з яких ступінь ризику 
буде визначатися індивідуально.

 £
1

 

dmin dmахdcp
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У випадку а) (див. рис. 2а), коли W < dmin, весь 
отриманий діапазон значень дохідностей цінних папе-
рів однозначно більше оціночного критерію W. Це гово-
рить про те, що ризик повністю відсутній, отже, позна-
чимо ступінь ризику як r = 0.

У випадку б) (див. рис. 2б), коли dmin < W < dср, 
ступінь ризику r буде визначатися як геометрична ймо-
вірність попадання в область неефективних інвестицій, 
тобто в зону між точками dmin і W. Геометрична ймовір-
ність може бути виражена як відношення площі зони 

неефективності до загальної площі зони отриманих зна-
чень прибутковості цінного паперу.

У випадку в) (див. рис. 2в), коли dср < W < dmax, 
ступінь ризику r буде визначатися діленням суми площ 
S (dmin, dср) + S (dср, W) – площа області неефективних ін-
вестицій на S (dmin, dmax) – площа області можливих зна-
чень доходностей аналізованої цінного папера.

У випадку г) (див. рис. 2г), коли dmax < W, весь 
отриманий діапазон значень прибутковості аналізова-
ної цінного папера однозначно менше оцінного крите-
рію W. Це говорить про те, що ризик такого проекту 
становить 100%, тобто r = 1.

У підсумку, для всіх описаних випадків може бути 
записана така система рішень, яка значною мірою спро-
щує механізм розрахунку ризиків інвестування в цінні 
папери:

min

ср
ср

ср min
min ср

max min

max
max

max
ср max

max min

max

0, при 	 	
( )

( )
( )

, при 	
( )
( )

( )
( )

1 , при 	
( )

1,	при	

ср

W d
d W

d W
d d

d W d
d d

r d W
d W

d d
d W d

d d

d W

 


   
  
 

   

         
   
 

 

 
Таким чином, може бути здійснений розрахунок 

ризику інвестування в певний цінний папір.

Завдання оптимізації структури портфеля цінних 
паперів недержавного пенсійного фонду може 
бути вирішена за допомогою інструментарію за-

вдань лінійного програмування. 
Завдання лінійного програмування – це, як прави-

ло, завдання про оптимальне використання обмежених 
ресурсів. У даному випадку обмеження складають: за-
конодавчо встановлені види фінансових інструментів і 
наявність ліміту інвестування, а цільовою функцією є 
мінімізація рівня ризику.

Законодавчо запроваджено обмеження на струк-
туру інвестиційних портфелів НПФ, тобто, при розгляді 
його можливих напрямів інвестування можуть бути сфор-
мовані такі безлічі потенційних об’єктів інвестування:
	 банківські депозити й ощадні сертифікати Di, 

не більше 40%; i = 1, 2, 3…
	 іпотечні цінні папери Uj, не більше 40%; j = 1, 2, 

3…
	 банківські метали Fk, не більше 10%; k = 1, 2, 3…
	 облігації резидентів України Oα, не більше 40%; 

α = 1, 2, 3…
	 цінні папери нерезидентів Cβ, не більше 20%;  

β = 1, 2, 3…
	 акції резидентів України Aγ, не більше 40%; γ =1, 

2, 3…
	 цінні папери та облігації місцевих позик Mµ, не 

більше 20%; µ = 1, 2, 3…
	 цінні папери одного емітента не більше 5%.

Рис. 2а). W < dmin

Рис. 2б). dmin < W < dср

Рис. 2в). dср < W < dmax

Рис. 2г). dmax < W

 

dmахdcp     W         dmin

£
1

dmin              W         dcp dmах

£
1

S (dmin, W)  

             dcp           W              dmax

£
1

S (dmin, dcp) +
+ S (dcp, W)

 

 

 

dmin

                              dmax          W

£
1

S (dmin, dmax)

         dmin                      dср

 

 

(1)
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Кожен вид цінного папера може бути охарактери-
зований dср – середньою прибутковістю, l – рівнем лік-
відності активу і r – рівнем ризику інвестування в пев-
ний цінний папір (визначеним на підставі теорії нечітких 
множин), х – частка коштів недержавного пенсійного 
фонду, що інвестуються в даний вид цінних паперів.

Ліквідність кожного цінного папера визначається 
за такою формулою:

	 	  
,

V T
l

V T
  
   
  

 	
(2)

де V – середньоденний обсяг торгів по аналізованому 
цінному паперу;

V – середньоденний обсяг торгів по всіх аналізо-
ваних цінних паперах за конкретний період;

T – середня кількість угод за певний період по ана-
лізованому цінному паперу;

Т – середня кількість угод за певний період за всі-
ма цінними паперами.

Середня прибутковість по аналізованих цінних 
паперах визначається як математичне очікування рівня 
прибутковості за певний період.

Так, безліч Di описується (dсрi, lj, ri), Uj описується 
(dсрj, lj, rj), Fk описується (dсрk, lk, rk), Oα описується (dсрα, 
lα, rα), Cβ описується (dсрβ, lβ, rβ), Aγ описується (dсрγ, lγ, 
rγ), Mµ описується (dсрµ, lµ, rµ).

Якщо через х позначити частку коштів, інвестова-
них у певний інвестиційний актив (цінний папір), а 
через r – рівень ризику інвестування в певний цін-

ний папір (визначену на підставі теорії нечітких множин), 
то функція мети може бути представлена таким чином:

min.

i i j j k k
i j k i

i

R x r x r x r x r

x r x r x r

 

     
 

        

      

   

  

 

(3)

Обмеження визначаються заданим рівнем мі-
німальної допустимої прибутковості W, яку повинен 
забезпечувати кожен цінний папір, що включається в 
портфель, і весь портфель в цілому, заданим рівнем лік-
відності портфеля L, а також обмеженнями в структурі 
портфеля, які визначені законодавством за кожним ви-
дом активів.

Таким чином, система обмежень буде така:

1i j k
i j k i i

x x x x x x x   
 

            

0, 4i
i

x 

0,4j
j

x 

0,1k
k

x 

0, 4
i

x 

0, 2
i

x 

 

0,4x




0,2x




0,05, 0,05, 0,05, 0,05,

0,05, 0,05, 0,05
i j kx x x x

x x x


  

   

  

i i j j k k
i j k i

i

R x l x l x l x l

x l x l x l L

 

     
 

        

      

   

  

i i j j k k
i j k i

i

R x d x d x d x d

x d x d x d W

 

     
 

        

      

   

  

0, 0, 0, 0, 0, 0, 0.i j kx x x x x x x         

На підставі запропонованої моделі може бути 
здійснено моделювання оптимального інве
стиційного портфеля недержавного пенсійного 

фонду. Для цього необхідно проаналізувати ринок цін-
них паперів України, а також зарубіжні ринки цінних па-
перів з метою формування списку потенційних об’єктів 
інвестування.

Здійснимо реалізацію запропонованого методу 
визначення рівня ризику об’єктів інвестування недер-
жавного пенсійного фонду.

На підставі формули (1), запропонованої автором 
роботи, було здійснено розрахунок рівня ризику за ста-
тистичними даними, які характеризують прибутковість 
цінного папера за декілька періодів (у розрахунку було 
досліджено 12 періодів) та їх ліквідності. Результати 
розрахунку представлено в табл. 1.

На підставі функцій мети, запропонованих авто-
ром (формула (3)) і обмежень (формула (4)), здійсне-
но розрахунок оптимально структури інвестиційного 
портфеля НПФ. Розрахунок оптимізаційних задач, які 
зводяться до задач лінійного програмування, був здій-
снений за допомогою табличного процесора Microsoft 
Excel і пакета «Пошук рішення». 

Проведені розрахунки дали можливість сформу-
вати портфель цінних паперів, який має оптимальну 
структуру за критерієм мінімального ризику. Рівень 
ризику його дорівнює 0,026 (досить низький рівень ри-
зику отримання прибутковості менше, ніж 14% річних). 
Сформований портфель дасть можливість отримати се-
редню прибутковість на рівні 18,37%, і ліквідність порт-
феля буде дорівнювати 0,52.

Результати проведених розрахунків дозволили 
сформувати оптимальну структуру портфеля, яка наве-
дена в табл. 2.

У результаті розрахунків в інвестиційний порт-
фель НПФ рекомендується включити цінні папери ком-
паній, представлених у табл. 3.

(4)
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Таблиця1

Рівень ризику аналізованих цінних паперів

Найменування емітента цінних паперів Ризик (r) Найменування емітента цінних 
паперів Ризик (r)

Креді Агріколь Банк (Credit Agricole, Франція) 0,641 MICROSOFT 0

Кредобанк (PKO Bank Polskа, Польща) 0,378 BHP BILLITON 0

Райффайзен банк Аваль (RaiffeisenBank, Австрія) 0,5485 Persian Oil Company 0

Укрсиббанк (BNP Paribas Group, Франція) 0,527 APPLE 0

Укрексімбанк (державний) 0,374 CHINA CONSTRUCTION BANK 0

Ощадбанк (державою гарантується збереженість 
100% вкладів) 0,2415 Центренерго 0,34

Укрсоцбанк (UniCredit Group, Італія) 0,409 Укрнафта 0,114

Альфа-Банк (ABH Holdings, Люксембург, РФ) 0,311 Мотор Січ 0

ПроКредит Банк (Pro Credit Bank, Німеччина) 0,504 Укртелеком 0

Іпотечні облігації ВАТ АБ «Укргазбанк» 1 Волиньобленерго 0

Іпотечні облігації «Ощадбанку» 1 АвтоКрАЗ 0,309

Іпотечні облігації «Приват Банку» 1 Алчевський металургійний комбінат 0

Іпотечні облігації «Житлобуду-1» 1 ФАРМАК 0,775

Золото 0 Турбоатом 0

Срібло 1 Богдан Моторс 0

Платина 0,89 Донбасенерго 0,272

Паладій 1 Концерн «Стирол» 0,16

Державні українські облігації 0 Облігації Києва 1

ING Commercial Banking Україна 0 Облігації Львова 1

Іndspeed 0 Облігації Одеси 1

АБ «Південний» 0 Облігації Харкова 1

Амстор 0

Агра 0

Таблиця 2

 Оптимальна структура портфеля НПФ

Найменування групи Частка в портфелі

Банківські депозити та ощадні 
сертифікати Di

0,05

Іпотечні цінні папери Uj 0,00

Банківські метали Fk 0,05

Облігації резидентів України Oα 0,30

Цінні папери нерезидентів Cβ 0,20

Акції резидентів України Aγ 0,40

Цінні папери та облігації місцевих 
позик Mμ

0,00

Таблиця 3

Перелік компаній, цінні папери яких рекомендується 
включити в інвестиційний портфель НПФ

Найменування X (частка  
в структурі)

1 2

Ощадбанк (державою гарантується  
збереженість 100% вкладів) 0,050

Золото 0,050

1 2

Державні українські облігації 0,050

ING Commercial Banking Україна 0,050

Іndspeed 0,050

АБ «Південний» 0,050

Амстор 0,050

Агра 0,050

MICROSOFT 0,040

BHP BILLITON 0,040

Persian Oil Company 0,040

APPLE 0,040

CHINA CONSTRUCTION BANK 0,040

Укрнафта 0,050

Мотор Січ 0,050

Укртелеком 0,050

Волиньобленерго 0,050

Алчевський металургійний комбінат 0,050

Турбоатом 0,050

Богдан Моторс 0,050

Концерн «Стирол» 0,050

Закінчення табл. 3
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Висновки
Результати проведених розрахунків дозволили 

сформувати оптимальну структуру портфеля, який 
включає 5% банківських депозитів і ощадних сертифі-
катів; 5% банківських металів; 30% облігацій резидентів 
України; 20% цінних паперів нерезидентів і 40% акцій 
резидентів України.

Таким чином, на підставі проведених розрахунків 
можна підтвердити актуальність пропонованих моделей 
для розрахунку рівня ризику та оптимізації інвестицій-
ного портфеля НПФ.			                    
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