
96 БІЗНЕСІНФОРМ № 5(1)’2011

Е
К

О
Н

О
М

ІК
А

ЕК
ОН

ОМ
ІК

О�
М

АТ
ЕМ

АТ
ИЧ

НЕ
 М

ОД
ЕЛ

Ю
ВА

НН
Я

Интересно также то, что наблюдения дают информа�
цию даже с учетом того, что система полностью де�
терминирована; упрощенная модель требует такой
информации, чтобы пополнять представленные в ней
знания. Это иллюстрирует тот факт, что моделируе�
мые знания и коммуникативная информация нахо�
дятся во взаимосвязи (и иногда взаимозаменяемы).

Существо предложенного обсуждения заключа�
ется в важности рассмотрения процесса конструи�
рования упрощенных моделей динамической сис�
темы, выраженных в контексте проблемы принятия
решения в виде формальной структуры. Использо�
вание таких абстрактных моделей в определенных
приложениях может быть, а может и не быть реали�
зуемым, из чего следует необходимость выбора под�
ходящей структуры процесса принятия решений,
чтобы реализовать их потенциал.

Интересный случай возникает, когда локальный
анализ D может показать, что некоторое u

 
i, несом�

ненно, не оптимальное управление, которое нужно
применить в состоянии x

 
j. Тогда условия (10) и (11)

могут быть ослаблены и не требуется поддерживать
их для x

  
j и u

 
i.

Процесс абстрагирования может быть распрост�
ранен на множество агентов принятия решений.
Может быть создана модель одной подсистемы, пе�
редана агенту, управляющему другой подсистемой,
на которую воздействует первая, и затем использо�
вана последним, чтобы спрогнозировать воздействие
сгенерированных взаимодействий (выходов) на бу�
дущие решения последнего.  �
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І. Вступ. Виникнення та посилення глобальних
екологічних проблем і, зокрема, все більша дестабі�
лізація клімату доводять необхідність зміни устале�
ної економічної парадигми розвитку. Стає все більш
очевидним, що традиційна модель економічного зро�
стання, яка ігнорує важливість природних факторів,
не здатна запобігти посиленню глобальних екологі�
чних проблем, включаючи подальшу зміну клімату,
вона вичерпала себе на даному історичному періоді
розвитку цивілізації.

Основою формування нової моделі екологічно
збалансованого економічного розвитку поступово стає
поняття сталого розвитку. Перехід до сталого розвит�
ку вимагає включення екологічного фактора в систе�
му основних соціально�економічних показників. Цьо�
го можна досягнути через розробку та врахування на
глобальному та національному рівнях індикаторів ста�
лого розвитку. Вони повинні бути включеними в
міжнародних, національних програмах сталого роз�
витку, плани та програми розвитку економіки. Однією
з таких міжнародних угод став Кіотський протокол [1],
основною метою якого є стабілізація та скорочення
емісій парникових газів, що визнано головною при�
чиною глобальної зміни клімату.

ІІ. Постановка завдання. Розглянемо задачу по�
будови комплексної моделі, яка б відображала пове�
дінку виробників на всій множині виробничих мож�
ливостей. При цьому загальну їх сукупність будемо
поділяти на два види економічних агентів: з дефіцит�
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ною та профіцитною квотою. Останнє відповідає
двом класам моделей еколого�економічного зростан�
ня в рамках дії положень Кіотського протоколу за
критерієм емісійного ресурсу:

1) в умовах необхідності скорочення викидів вуг�
лецю як за рахунок власних ресурсів, так і за рахунок
використання механізмів гнучкості [2];

2) в умовах надлишку встановленої квоти на ви�
киди, за яких виробник має можливість залучити до�
даткові матеріальні ресурси.

ІІІ. Результати дослідження. В умовах дії обме�
жень Кіотського протоколу будемо вважати, що пер�
ша сукупність виробників ставить своєю метою мак�
симізацію інтегрального кінцевого споживання, ха�
рактеризується множиною виробничих потужностей,
встановленою квотою на емісії парникових газів та
потребує додаткових екологічних заходів з виконан�
ня встановлених обмежень. Припускаємо також, що
такий виробник використовує всі наявні засоби:
створює екологічне виробництво, яке характери�
зується відповідною множиною виробничих потуж�
ностей та виробничою функцією [3], загальний об�
сяг інвестицій поділяється на економічні та еко�
логічні, передбачив частину валового випуску на за�
лучення додаткової квоти через співпрацю з контра�
гентами. Кожен виробник при цьому характеризуєть�
ся матеріальним та екологічним балансами. Поведін�
ку фірми в таких умовах можна описати еколого�еко�
номічною моделлю:
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max
0

→∫
T

dt
R
C  

111
1 MI

dt
dM µ−= , ( ) 101 0 MM = , 

222
2 MI

dt
dM µ−= , ( ) 202 0 MM = , 

UCIbIbY +++= 2211 , 
sQnUMkY =−− 2 , 

( ) ( )221121 , MFRMFYYY +=+= , 
sRR ≤≤0 , 01 ≥M , 02 ≥M , 01 ≥I , 

02 ≥I , 0≥C , Tt ≤≤0 , 

( ) ts eRtR λ
0= , constQ s = . 

де Y – обсяг валового випуску продукту; b
1
, b

2
 – кое�

фіцієнтом прирістної фондоємності основного та
допоміжного виробництв; I

1
, I

2
 – обсяг залучених в

основне та допоміжне виробництво інвестицій;
C – величина споживчого продукту; M

1
, M

2
 – сумар�

на виробнича потужність основного та допоміжного
виробництв; 1µ , 2µ  – коефіцієнт амортизації фондів
основного та допоміжного виробництв; R – обсяг

залучених трудових ресурсів; λ  – темп приросту тру�
дових ресурсів; k – коефіцієнт пропорційності;
n – коефіцієнт пропорційності, причому для рента�
бельної економіки повинна виконуватись умова:
n > k; U – витрати, пов’язані з реалізацією механізмів
гнучкості Кіотського протоколу;Qs – встановлена
емісійна квота; ( )1 1 1,Y F M R=  – виробнича функція
матеріального виробництва; ( )2 2 2Y F M=  – вироб�
нича функція допоміжного виробництва.

Друга сукупність фірм ставить метою максиміза�
цію сукупного кінцевого споживання, характеризуєть�
ся виробничою функцією на множиною виробничих
потужностей, має надлишкову квоту на емісії та бере
участь в екологічних проектах з метою залучення до�
даткових матеріальних ресурсів за передачу вільної
частини емісійної квоти. Модель поведінки фірми в
описаних умовах можна запропонувати у вигляді:

max
0

→∫
T

dt
R
C , 

MI
dt

dM µ−= , 

CbIUY +=+ , 
sQnUkY =+ , 

( )RMFY ,= , 
teRR λ

0≤ , 

0≥I , 0≥C , 0≥Ω , Tt ≤≤0 . 
Виходячи з поставленої задачі описати цілісну

економічну систему, в якій діють два основних еко�
номічні агенти, запропонуємо об’єднану модель еко�
лого�економічної системи у вигляді:

max
0

2

2

1

1

→⎟⎟⎠

⎞
⎜⎜⎝

⎛
+∫

T

dt
R
C

R
C  

1
1

1
1

1
1

1
1 MI

dt
dM µ−= , ( ) 1

10
1
1 0 MM = , 

1
2

1
2

1
2

1
2 MI

dt
dM µ−= , ( ) 1

20
1
2 0 MM = , 

222
2

MI
dt

dM µ−= , ( ) 2
0

2 0 MM =  

UCIbIbY +++= 11
2

1
2

1
1

1
1

1 , 

2222 CIbUY +=+ , 
sQnUMYk 11

2
11 =−− , 

sQnUYk 222 =+ , 

( ) ( )1
2

1
2

11
1

1
1

1
2

1
1

1 , MFRMFYYY +=+= , 

( )2222 , RMFY = , 
teRR 11

0
1 λ≤ , teRR 22

0
2 λ≤ . 

В зроблених позначеннях верхній індекс позна�
чає номер економічного агента, нижній – економіч�
ний (індекс 1) та екологічний (індекс 2) сектори пер�
шого економічного агента.

З систем еколого�економічних балансів першого
та другого економічних агентів отримуємо відповідні
рівняння для обсягів кінцевого споживання:

1
1 1 1 1 1

2
1 1

1 sk
C u Y M Q

n n n
⎛ ⎞
= − − + +⎜ ⎟
⎝ ⎠

,

2
2 2 2 21

1 sk
C u Y Q

n n
⎛ ⎞
= − − +⎜ ⎟
⎝ ⎠

.

Запропоновану модель приведемо до відповідної
моделі у відносних показниках:

( )

1 1
1 1 1

1 11
1

2 2
0 2 2 2 1

22

1 2

0

1

11

1 max

T

T
s s

ku f
n

dt
ku f
n n

dt
n

υ
ρ

ρ

υ
ρ ρ

ρ

ω ω

⎛ ⎞⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎟⎜ ⎟⎟ ⎜⎜ ⎟⎟⎟⎜ − − +⎜⎜ ⎟⎟⎟⎜ ⎜⎜ ⎟⎟ ⎟⎜ ⎜⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎟⎜ ⎟⎜ +⎟⎟⎜ ⎟⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎟⎟ ⎟⎜+ − − +⎜ ⎜ ⎟⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜ ⎟⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎟⎜ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

+ + →

∫

∫

 (1)

( ) 1
1

1
1

11
11

1

1
1

11
1

1
1

11
1 ρµλρ

ρ
υρ

+−⎟⎟⎠

⎞
⎜⎜⎝

⎛
= f

b
uu

dt
d   (2)

( ) ( ) 1
2

1
2

11
11

1

1
1

11
2

1
1

11
2 1 ρµλρ

ρ
υρ

+−⎟⎟⎠

⎞
⎜⎜⎝

⎛−
= f

b
uu

dt
d   (3)

( ) 2222
2

2
2

2

22

ρµλρ
ρ
υρ +−⎟⎟⎠

⎞
⎜⎜⎝

⎛
= f

b
u

dt
d   (4)

10 1 ≤≤ u , 10 2 ≤≤ u , 10 1
1 ≤≤ u , 

10 1 ≤≤ υ , 10 2 ≤≤ υ . 
(5)

Математично отримана модель (1) – (5) є зада�
чею теорії оптимального керування [4]. Застосуємо
до її дослідження принцип максимуму Понтрягіна.
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Аналіз отриманої функції Гамільтона

( )

( )
( )

( )

1 1 2 2
1 1 1 2 2 2

1 11 2
1

1 1 1
1 1 1 1 1 1 11
2 1 1 1 1 11 1

1 1

1 1 1
11 1 1 1 1 1

2 1 1 2 21 1
2 1

2 2
2 2 2 2 2 2

2 2

1 1

1

1

k k
H u f u f

n n

u u
p f

n b

u u
p f

b

u
p f

b

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞υ υ
⎜ ⎟= − − ρ + − − ρ +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
ρ ρ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

⎛ ⎞⎛ ⎞υ
⎜ ⎟⎜ ⎟+ ρ + ρ − λ +µ ρ +⎜ ⎟ρ⎝ ⎠⎝ ⎠

⎛ ⎞⎛ ⎞− υ⎜ ⎟⎜ ⎟+ ρ − λ +µ ρ +⎜ ⎟ρ⎝ ⎠⎝ ⎠

⎛ ⎛ ⎞υ
⎜+ ρ − λ +µ ρ⎜ ⎟⎜ ρ⎝ ⎠⎝

⎞
⎟⎟
⎠

або

( ) ( ) ( )

1 1 11 1
1 1 1 11 2 2

1 1 11 1 1 1
1 2 2 1

2 2 2
2 2 2 1

22 2

1 1 1 1 1 1 1 1 2 2 2 2
1 1 1 2 2 2

1 1

1
1 1

p p pk
H u u f

n b b b

p k
u f

n nb

p p p

⎛ ⎞⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞υ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟= − + − + − ρ +⎜ ⎟⎜ ⎟ ρ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠⎝ ⎠

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞υ
⎜ ⎟+ − + − ρ + ρ −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ρ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

− λ +µ ρ − λ +µ ρ − µ +λ ρ

дозволяє зробити такі висновки:

1) якщо 
1 1 1

11 2 2
11 1 1

1 2 2

1 0
p p p

u
b b b

⎛ ⎞
⎜ ⎟− + − >
⎝ ⎠

, то 1 1u = ,

1 1υ = ; при цьому, якщо 

1 1
1 2
1 1
1 2

0
p p
b b
− > , то 1

1 1u = ,

в протилежному випадку 1
1 0u = ;

2) якщо 
2

2 1 0
p
b
⎛ ⎞

− >⎜ ⎟
⎝ ⎠

, то 2 1u = , 2 1υ = ;

3) якщо 
1 1 1

11 2 2
11 1 1

1 2 2

1 0
p p p

u
b b b

⎛ ⎞
⎜ ⎟− + − ≤
⎝ ⎠

, то 1 0u = ,

1 1υ = ;

4) якщо 
2

2 1 0
p
b
⎛ ⎞

− ≤⎜ ⎟
⎝ ⎠

, то 2 0u = , 2 1υ =  .

Динаміка двоїстих змінних визначається системою:

( )
( )

( )

( )

1 11 1 11
11 1 1 1 1 11 1

1 1 1 21 1
1 2

1 1
1 11 1 1

1 1 1

1
1 1 12

2 2

2 2 2
2 2 2 2 2

2

2 2
2 2 2

1
1

1 1 1
,

1
,

1

1 1 1

u udp u uk
p u p p

dt n b b

f f

dp
p

dt n
dp k u

p u p
dt n b

f f

⎛ ⎞−
⎜ ⎟= λ +µ − − − + + ×⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞′⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟× −⎜ ⎟ρ ρ ρ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

= λ +µ +

⎛ ⎞
= λ +µ − − − + ×⎜ ⎟

⎝ ⎠

⎛ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞′× −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
ρ ρ ρ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝

.

⎧
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪⎪
⎨
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪ ⎞⎪ ⎜ ⎟⎪ ⎠⎪⎩

Отримані результати дозволяють побудувати си�
стеми фазових та двоїстих змінних.

1. 1 1u =  при 
1 1 1

11 2 2
11 1 1

1 2 2

1 0
p p p

u
b b b

⎛ ⎞
⎜ ⎟− + − >
⎝ ⎠

, 
1
1 1u =

при 
1 1
1 2
1 1
1 2

0
p p
b b
− > , 2 1u =  при 

2

2 1 0
p
b
⎛ ⎞

− >⎜ ⎟
⎝ ⎠

.

( )

( )

( )

( )

( )

( )

1
1 1 1 1 11

1 1 1 11 1
1 1

1
1 1 12

2 2

2
2 2 2 2 2

2 2

1 1 1
1 1 1 1 11 1

1 1 1 11 1 1 1
1 1 1 1

1
1 1 12

2 2

2
2 2 2

1 1
,

,

1 1
,

1 1 1
,

1
,

d
f

dt b

d
dt

d
f

dt b

dp p k
p f f

dt nb

dp
p

dt n
dp

p
dt

⎛ ⎞ρ
⎜ ⎟= ρ − λ +µ ρ
ρ⎝ ⎠

ρ
=− λ +µ ρ

⎛ ⎞ρ
= ρ − λ +µ ρ⎜ ⎟

ρ⎝ ⎠

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞′⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟= λ +µ − − −⎜ ⎟ρ ρ ρ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

= λ +µ +

= λ +µ
2 2

2 2
2 2 2 2

1 1 1
.

p k
f f

nb

⎧
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪⎪
⎨
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞′⎪ ⎜ ⎟− − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎪ ρ ρ ρ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠⎝ ⎠⎩

2.
1 1u =  при 

1
2
1
2

1 0
p
b
− > , 1
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Після розгляду попарно рівнянь (6) та (9), (7) та
(10), (8) та (11), з’являється можливість визначити

оптимальне керування 1u , 1
1u , 2u  та стаціонарне зна�

чення 1ρ , 1
1ρ , 2ρ , а за відомим керуванням та фазо�

вими змінними – максимум інтегрального кінцево�
го споживання та обсяги валових випусків досліджу�
ваних об’єктів.

Висновки. Таким чином, в статті розглянуто пове�
дінку множини виробників за умов дії положень Кіотсь�
кого протоколу з дефіцитною та надлишковою квотою.
Особливістю встановлених ним умов є надлишок емі�
сійної квоти, що дозволяє залучити додатковий еконо�
мічний ресурс. Дослідження даної задачі на рівні еко�
номіко�математичного моделювання дозволило побу�
дувати відповідну еколого�економічну модель макси�
мізації середньодушового споживання за необхідності
виконання економічного та екологічного балансів. Зва�
жаючи на динамічний вид отриманої моделі, встанов�
лено існування оптимальних – магістральних траєк�
торій обсягів валового випуску продукції.  �
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Вступ. Сучасне ринкове середовище, в умовах яко�
го функціонують малі підприємства, характеризуєть�
ся динамічністю, невизначеністю, конфліктністю,
неповнотою, викривленням та несвоєчасним надход�
женням необхідної суб’єктам господарювання інфор�
мації. Оскільки малі підприємства більш чутливі до дії
несприятливих факторів, ніж великі, управління
їхньою діяльністю суттєво ускладнюється, що потре�
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КИЇВ

бує враховувати у дослідженнях їх функціонування
цінність інформації, можливість реагування на різні
збурення та пристосування до зміни умов реалізації
прийнятих управлінських рішень. Зробити це дозво�
ляє концепція системних характеристик, яка розгля�
дається, зокрема, у наукових працях [1–3], де дослід�
жуються такі системні характеристики, як манев�
реність, інерційність, еластичність, надійність, напру�
женість, адаптивність, життєздатність, стійкість,
гнучкість і т. ін. Як правило системні характеристики
розглядаються у контексті можливого недопостачан�
ня ресурсів. Водночас, для умов ринкової економіки,
де основним джерелом невизначеності виступає ри�
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