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Олешко т. І., Лещинський О. Л., Горбачова О. М. теоретичні засади підвищення ступеня живучості нечіткої мережі 
аеропортів до заданого рівня

У статті наведено теоретичні засади побудови графової моделі живучості нечіткої мережі в термінах теорії нечітких множин другого типу. 

Вивчено можливість і коректність узагальнення поняття нечіткого  графа *G  з точки зору представлення сукупності n-арних відношень для 

довільного скінченного n ∈ Ν. Введено визначення нечіткого гіперграфа 
* .

iTHMGG   Показане природне поширення поняття степеня живучості 

на гіперграфі
 1

* .THMGG 
 
Відмічено основні випадки зниження живучості нечіткого орієнтованого графа

 2

* .THMG
 
Проаналізовано задачу збіль-

шення ступеня живучості нечіткої транспортної мережі за критерієм найменших витрат і її тлумачення в питаннях авіаційних перевезень. 
Запропоновано модифікацію відомого алгоритму, який дозволяє збільшити сумарне значення функцій належності ребер нечіткого графа, щоб 
ступінь його живучості досягла необхідного значення. Обґрунтовано, що за допомогою розглянутих теоретичних засад запропонований алго-
ритм дозволяє підвищити степінь живучості нечіткої мережі аеропортів до заданого рівня.
Ключові слова: ступінь живучості, нечітка мережа аеропортів, нечіткий орієнтований граф, кон’юнктивна міцність.
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УДК 656.71:004.231(045)
Олешко Т. И., Лещинский О. Л., Горбачева О. Н. Теоретические основы 

повышения степени живучести нечеткой сети аэропортов  
до заданного уровня

В статье приведены теоретические основы построения графовой 
модели живучести нечеткой сети в терминах теории нечетких мно-
жеств второго типа. Изучена возможность и корректность обоб-

щения понятия нечеткого графа  
*G  с точки зрения представления 

совокупности n-арных отношений для произвольного конечного n ∈ Ν.  

Введены определения нечеткого гиперграфа 
* .

iTHMGG   Показано 
естественное распространение понятия степени живучести на ги-

перграфе
 1

* .THMGG 
 
Отмечены основные случаи снижения живуче-

сти нечеткого ориентированного графа
 2

* .THMG
 
Проанализирована 

задача увеличения степени живучести нечеткой транспортной сети по 
критерию наименьших затрат и её толкование в вопросах авиационных 
перевозок. Предложена модификация известного алгоритма, который 
позволяет увеличить суммарное значение функций принадлежности 
ребер нечеткого графа, чтобы степень его живучести достигла необ-
ходимого значения. Обосновано, что с помощью рассмотренных теоре-
тических основ предложенный алгоритм позволяет повысить степень 
живучести нечеткой сети аэропортов до заданного уровня.
Ключевые слова: степень живучести, нечеткая сеть аэропортов, не-
четкий ориентированный граф, конъюнктивная прочность.
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Oleshko T. I., Leshchinsky O. L., Horbachova O. M. The Theoretical 

Foundations of Enhancing the Degree of Survivability of the Fuzzy Network 
of Airports up to the Specified Level

The article provides the theoretical foundations of building a graph model of 
the survivability of a fuzzy network in terms of the theory of fuzzy sets of the 
second type. The possibility and the correctness of generalizing the concept of 
the fuzzy graph 

*G  in terms of presentation of the set of n-ary relations for 
an arbitrary finite n ∈ Ν have been studied. Definitions of the fuzzy hypergraph 

* .
iTHMGG   have been introduced. The natural spread of the concept of the 

degree of survivability on the hypergraph
 1

* .THMGG 
 
has been displayed. 

The main cases of reducing the survivability of the fuzzy oriented graph  

2

* .THMG  have been specified. Analyzes of the task of increasing the degree 

of survivability of a fuzzy transportation network by the criterion of least cost and 
its interpretation in the matters of air transportation have been carried out. The 
authors suggest a modification of the known algorithm that allows to increase 
the sum value of the functions of membership of the fuzzy graph edges so that its 
survivability can reach the desired value. It has been substantiated that, using the 
considered theoretical foundations, the proposed algorithm allows to enhance the 
degree of survivability of the fuzzy network of airports up to the specified level.
Keywords: degree of survivability, fuzzy network of airports, fuzzy oriented 
graph, conjunctive toughness.
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Досліджуючи питання життєвих циклів конкрет-
ного аеропорту, автори дійшли висновку щодо 
доцільності розгляду мережі аеропортів і зна-

ходження його ступеня живучості. Поняття живучості 
транспортної мережі на сьогодні знаходиться на почат-
ковому етапі вивчення, а загальних термінів «живучість 
мережі авіаперевезень», «живучість системи аеропор-
тів» взагалі не існує. Під економічною живучістю мере-
жі аеропортів будемо розуміти здатність її економічних 
об’єктів і зв’язків між ними протидіяти внутрішнім і 
зовнішнім впливам політичних, соціальних, економіч-
них інцидентів, зберігаючи при цьому здатність по-
вністю або частково відновлювати об’єкти, які зазнали 
негативного впливу. Вводячи поняття економічної жи-
вучості мережі аеропортів, маємо на меті розробку ін-
струментарію оцінки ризиків виникнення економічної 
нестабільності системи аеропортів та можливих загроз 
банкрутства, який, своєю чергою, доповнить існуючі 
методи вимірювання економічної безпеки окремих ае-
ропортів (елементів досліджуваної мережі), виявляючи 
в системі додаткові якісні характеристики. Враховуючи 
те, що живучість мережі аеропортів залежить від вилу-
чення або доповнення певного елемента, розриву деякої 
гілки зв’язку, доцільно вивчати мережу аеропортів на 
основі теоретико-графового підходу як складну систему 
з властивими їй характеристиками. Майже всім склад-
ним системам, до яких, зокрема, належать економічні та 
соціально-економічні, притаманна проблема невизначе-
ності. На сьогодні ця проблема передбачає застосування 
нових інформаційних технологій, складовою частиною 
яких є інтелектуальні засоби обробки інформації. 

Задачі, що включають в себе умови невизначено-
сті, являють собою слабо структуровані або неструкту-
ровані. Слабо структуровані задачі відрізняються не-
відомими або невимірюваними компонентами, тобто 
компонентами, кількісно неоцінюваними. Такі задачі, 
своєю чергою, характеризуються відсутністю методів 
розв’язання на основі безпосереднього перетворення 
даних. Застосування теорії нечітких множин (THM) до-
зволяє побудувати формальні схеми розв’язання задач, 
що характеризується тим чи іншим ступенем невизна-
ченості, яка може бути обумовлена неповнотою, вну-
трішнім протиріччям, неоднозначністю та розмитістю 
початкових даних, що являють собою наближені кіль-
кісні або якісні оцінки параметрів об’єктів. 

Останніми роками разом зі звичайними нечітки-
ми множинами першого типу (HM) [4, с. 5–49] більшого 
застосування знаходить теорія нечітких множин друго-

го типу (THM2), хоча її використання супроводжується 
підвищенням обчислювальної складності алгоритмів [9; 
10]. Використання THM2 доцільно у випадках очікуван-
ня суттєвого покращення результатів (зокрема, підви-
щення «точності» прогнозування, покращення якості 
кластеризації). Аналіз теорій невизначеностей показує, 
що задачі в умовах невизначеності в багатьох випадках 
належать до класу NP-повних задач, розв’язання яких 
можливе з використанням вкладених методів «м’яких 
обчислень» [1; 6]. 

Наведені міркування вказують на актуальність 
даних досліджень з використанням THM2 при вивченні 
задачі підвищення ступеня живучості нечіткої систе-
ми аеропортів і побудови на її основі нечіткого графа 

2

* .THMG

Теорія живучості транспортних систем і проблема 
підвищення ступеня живучості нечітких тран-
спортних мереж на сьогоднішній день знахо-

диться на стадії становлення. Авторам відомі лише такі 
публікації в даному напрямку: [3; 8]. 

Метою статті є вивчення теоретичних засад підви-
щення ступеня живучості нечіткої множини аеропортів. 

Для розв’язання конкретних практичних задач за-
пропонована така інтерпретація нечітких множин типу 
1HM1 та типу 2HM2:

Визначення 1. 

1

( )
, , 0 ( ) 1 ,A

A

x
x U x

xA 


  





       

(1)

де U – універсальна множина; μA(x) – функція належ-
ності елемента множині A ⊂ C, яка називається нечіт-
кою множиною типу 1 [5].

Визначення 2.


2

( , )
, [0,1] ,

,
A

THM
x u

x X u Jx
x uA   


  





   

(2)

де X – універсальна множина; μA(x, u) – множина функ-
цій належності μA(x), що характеризує ступінь належ-
ності символів x і u – множина, що характеризує вто-
ринну функцію належності множині A, називається не-
чіткою множиною 2-го типу.

Пропонується така класифікація теорій нечітких 
множин першого типу (THM1) залежно від визначен-
ня операцій перетину та об’єднання нечітких множин 
(табл. 1).

таблиця 1

Класифікація теорій нечітких множин першого типу

Назва THM1 Операція перетину Операція об’єднання 

Максимальна
 ( ) ( ) = min {  ( ),  ( )}A B A Bx x x   ( ) ( ) = max{  ( ),  ( )}A B A Bx x x  

Алгебраїчна
 ( ) ( ) =  ( )  ( )A B A Bx x x    ( ) ( ) ( ) +  ( ) ( ) ( )A B A B A Bx x x x x       

Обмежена ( ) ( ) = max{0,  ( ) +  ( ) 1}A B BAx x x   ( ) ( ) = min{1,  ( )+  ( )}A B BAx x x  

Джерело: авторська розробка.
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У теоріях HM2 вирізняють, зокрема, загальну 
(ЗHM2) та інтервальну (IHM2) нечіткі множини [8]. Крім 
того, автори статті виокремлюють теорії HM2 (аналогіч-
но THM1) залежно від визначення операцій об’єднання 
та перетину, заданих у них. 

Наведемо завдання дискретної HM2 таким чи-
ном. Нехай елемент x ∈ X може приймати зна-
чення x1, x2, ..., xm. Тоді функція належності 

( ) [0,1], 1, , 1, .
i

j
x x i m j n  

 
Цей факт можна опи-

сати матрицею (табл. 2) і множиною точок у декартовій 
системі координат на площині (рис. 1).

таблиця 2

Матриця значень функції належності

m nA  

μ 

xi

1 ( )
ix x 2 ( )

ix x ... ( )
i

n
x x

x1 a11 a12 ... a1n

x2 a21 a22 ... a2n... ... ... ... ...

xm am1 am2 ... amn

Джерело: авторська розробка.

При побудові графових моделей нечіткої мере-
жі аеропортів виникає задача представлення 
знань у вигляді, що дозволяє компактно збері-

гати і формально опрацьовувати необхідну різноманіт-
ну інформацію, залишаючи при цьому первісний зміст і 
взаємозв’язки. Природними моделями, які підтримують 
об’єктно-предикатний підхід, є неорієнтовані та орієн-
товані гіперграфи, що є суттєвим узагальненням понят-
тя графів з точки зору представлення ними сукупності 
n-арних відношень для довільного скінченного n ∈Ν [2]. 
Нечіткий орієнтований гіперграф можна розглядати або 
як довільний набір нечітких підмножин, визначених в 
одній множині, або як сукупність нечітких симетричних 
відношень різної n-ості [7].

Вивчаючи питання живучості мережі аеропортів 
для врахування природної невизначеності, скористає-

мося поняттям нечіткого орієнтовного графа 
*G  [8] та 

введемо поняття нечіткого орієнтованого гіперграфа.
Визначення 3. Нечітким орієнтованим гіпергра-

фом
 1

* ( , )THM x DGG  
 

 
будемо називати пару множин: 

нечітку множину
 

( )
,x i

i
X u x

x
  
 
  



 
{1,2,..., }i I n  – 

множину вершин і чітку множину { },iD d
  {1,2,..., }i J m 

 
– множину орієнтованих ребер, при-

чому кожна

1 2

1 2

( )( ) ( )
, ,..., s

s

xx x
i

ii i

i i i

u xu x u x
X x x x
 -верши-

на є розпливчатим кортежем у D. Тут 

1 2
, , ..., .

si i ix x x X  

 
Деяка вершина

 y Xx  



 
може зустрічатися в кортежі 

ix
 

неодноразово, причому ( )
i yx x

 
може мати різні 

значення залежно від місця yx
 
в кортежі.

Якщо кожне ребро dj ∈ D гіперграфа 
 

1
*
THMGG

 
міс-

тить рівно дві вершини (елемента) в кортежі, то отриму-
ється нечіткий орієнтований граф. 

Величину 

  1( ) ( )
ki

s
ki ixx x 

  
(4)

будемо називати міцністю вершини .ix
Будь-який відрізок ребра dj, який складається з по-

парно сусідніх елементів і містить не менше двох сусідніх 
елементів, називається фрагментом. Можна визначити 
міцність фрагмента як мінімальне значення функцій на-
лежності вершин, що входить у нього. Кожна вершина 

ix
 
гіперграфа 

 

1
*
THMGG

 
однозначно зображується не-

чітким орієнтованим графом
 1

* ( , ),iTHM DxG 

  
який 

має ту ж саму множину дуг, що й гіперграф 1

* .THMGG 

 

  

 

 

  

 

x1 x2 x3 xi

1

0 

x

0 1, 1, . 1, , , ,kt k m t n k t n Na    

Рис. 1. Графік дискретної функції належності нечіткої 
множини типу 2

Джерело: авторська розробка.

Зауваження. У випадку, коли для кожного xi неод-
накова кількість μxi 

(x), тобто не існує єдиного n, матри-
цю m nA   доповнюють нулями.

Кожне значення
 

( )
i

j
ij xa x 

 
має свою функцію 

належності

      
( ) ( )( ( )).j j

ix xi i

j
ijx x x xa   

  

(3)

Цей факт, своєю чергою, можна описати матрицею 
(табл. 3) і множиною точок в декартовій системі коор-
динат в тривимірному проекторі (рис. 2). 

Третій вимір –
 

( )( ( ))
ixi xx x 

 
– характеризує 

вторинну функцію належності нечіткій множині 

: ( , )AA x u  – функція належності для μA(x). Її ще на-
зивають слідом невизначеності (FOU).
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Дві вершини – x  
і x 

 
– будемо називати су-

міжними по ребру dj , якщо вони розташовані в кортежі 
dj

 на сусідніх позиціях, а величину 
( , ) ( ) ( )

jd x xx x x x
       

   

 
– ступенем суміж-

ності вершин x  і x   по ребру dj .

Визначення 4.
Величину

  
( , ) ( , )

i jDD d dx x x x       

           
(5)

будемо називати ступенем суміжності вершин x  і x   
в гіперграфі

 1

* .THMG

Ступенем живучості нечіткого графа
 1

*
THMG

 
на-

зивають величину 
*( ) [0,1],V G   що визначається ви-

разом

1

*( ) ( , ),
i jx x i jx xTHMV L x xG   
 

 





 

          
(6)

де
 

*( , ) max ( , )i j i jeL x x x x 

   

– ступінь досяжності 

вершини
 jx

 
з вершини

 
;ix  ( , )i jL x x

 

– сім’я нечітких 

шляхів з вершини ix
 
до вершини ;jx  

      
* ( , ),i jLL x x

 

 
( , ) supp ( , ).i j i jL Lx x x x 

   

     
(7)

Останнє поняття природно узагальнюється для 

гіперграфа
 2

* .THMGG 

Визначення 5. Нечітким орієнтованим графом 

2

*
THMGG 

 
будемо називати пару множин, 2

*
THMX –

  
нечітку множину типу 2 вершин у деякій універсальній 
множині X, тобто

 

2

,
* , [0,1] ,

( , )

,

x u

xTHM x x u
x u

x X X n

x
JX   

 

  
   
  




з множинною функцій належності 
 , .x ux  Функціями 

 

 

  

 

1

1

  

0  

 ( )( ( ))
x ii xx x FOU  

 ( )
i

j
x x

x2 x3 xjx1



Рис. 2. Графік неперервної функції належності нечіткої множини типу 2
Джерело: авторська розробка.

таблиця 3

Матриця значень функції належності

m nB  

( ( ))
ix x 

 

xi

1
( ) ( ( ))

ix x ix  1
( ) ( ( ))

ix x ix  ... 1
( ) ( ( ))

ix x ix 

x1 b11 b12 ... b1n

x2 b21 b22 ... b2n... ... ... ... ...

xm bm1 bm2 ... bmn

Джерело: авторська розробка.

0 1; 1, ; 1, ; ,lp l m p n l p Nb    
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належності
 

( )x x
 

і
 

( , )p kR x x – чітку множину ре-

бер, де
 
{ , } .p k Xx x 

Іншими словами, кон’юнктивна міцність шляху 

нечіткого графа 2

*
THMG

 
визначається найменшим 

значенням вторинної функції належності вершин, що 
входять до нього, за виключенням початкової та кінце-
вої вершин від найменшого значення первинних функ-
цій належності.

Поняття ступеня живучості нечітких графів 

1 2

* *
THM THMG G 

 
фактично співпадають, базуючись 

на співпадаючих поняттях ступеня досяжності [8].

Якщо позначити через 2 2
*1 1 1( , )THM THM RG x



 
дея-

кий підграф нечіткого графа 2
* 1, ,THM xxG 



  то ступінь 

його живучості визначається виразом:  
1 1

2

1 1
** *

*1( ) ( , )

( , ) .max

i j

i j

i jTHM

i j

x x x x

x x x x l
Ll

V lG x x

x x

 

 


  

 
    
 

 


 

 





 

 

        

(8)

Для аналізу ступеня живучості нечіткого підграфа 
можна ввести поняття внутрішнього ступеня живучості 

2
*1( ),ins THMV G  який визначається шляхами, що прохо-

дять через вершини тільки з множини X  і зовнішнього  

ступеня живучості
 2

*1( ),ext THMV G  
який визначається 

шляхами, що проходять через вершини, хоч би одна з 
яких не належить підмножині нечітких вершин '.X

Питання живучості нечіткого орієнтованого графа

2
*
THMG

 
(як і для 1

*
THMG ) пов’язане, зокрема, з двома 

можливими випадками: 
 руйнування частин шляхів (ребер) між верши-

нами (зокрема, руйнування (вершин) може при-
звести до порушення сильної зв’язності графа, і 
живучість суграфа буде дорівнювати 0;

 руйнування частин шляхів (ребер) зберігає 
сильну зв’язність всієї мережі. Це означає, 
що аналогічно, як і в графі 

*,G  який є сильно 
зв’язаним, між будь-якими двома вершинами 
існує шлях з кон’юнктивною міцністю, не мен-

шою 
*( ),V G  і вилучення одного або декількох 

ребер не зменшує ступінь живучості отримано-
го графа. 

З наведених міркувань випливає така властивість.

Властивість 1. 
Якщо руйнування шляхів (ребер) між вершинами 

нечіткого графа 2
*
THMG

 
зберігає його сильну зв’язність, 

то має місце нерівність 

2 2
* *( ) ( ),S

THM THMV VG G 

де
 2 2

* ( )SS s
THM THM RG x 




 
– суграф нечіткого орієнтованого 

графа
 2 2 2 2

* ( ), , .s s
THM THM THM THMR RRG x x x 

  

Характеризуючи нечіткий граф  1
*
THMG (для спро-

щення усвідомлення постановки задачі та збіль-
шення ступеня живучості нечіткої транспортної 

мережі в подальшому – 
*G ), розглянемо вказану задачу 

за критерієм найменших витрат. Тут під витратами при 
вивченні системи аеропортів можуть розумітися дода-
вання нових ребер (поява нових авіарейсів), збільшення 
значень функцій належності вершин (аеропортів) тощо. 
У загальному випадку розв’язання такої задачі зводить-
ся до громіздкого перебору і значних часових витрат. 
З іншого боку, модифікуючи відомий алгоритм [3] для 
нечіткого графа другого роду, який дозволяє знаходити 
найменшу величину, на яку необхідно збільшити сумар-
не значення функції належності ребер нечіткого графа 
другого роду ,G  щоб ступінь його живучості досягла 

необхідного значення ( ),regV G  можна розв’язати по-

дібну задачу для нечіткого графа 
*.G  Для цього можна 

застосовувати перетворення 
*( , )x UG 

 
в 

*( , ) min{ ( ), ( )}, , .p k p kX Xx U XG x x x x  



Тоді основну ідею цього алгоритму можна сфор-
мулювати таким чином.

Вводимо чотири вектори-стовпчики і чотири 
вектори-рядочки розмірністю (n × 1) і (1, n) відповідно:
 вектор-стовпчик необхідного збільшення 

значення функції належності вершин і ребер 
( ),v ix  тобто значення, на яке треба збільши-

ти функцію належності ( )iX x
 
вершини  xi та 

( , )i jU x x
 

ребра ( , )i jx x  для досягнення не-

обхідної величини ( ) ;V G reg

 вектор-стовпчик L – довжина шляху від зафік-
сованої вершини (і названої першою) до роз-
глядуваної;

 вектор-стовпчик попередніх вершин XР, де 

( )p
ixX

 
– це номер вершини, з якої шлях при-

водить до вершини xi ;
 вектор-стовпчик розгляду вершин PR. Якщо всі 

шляхи з вершини xi розглянуті, то навпроти да-
ної вершини в усьому стовпчику ставиться «1», 
у протилежному випадку – «0»;

 вектор-рядок необхідного збільшення значен-
ня функції належності вершин і ребер ,V  де 

( )V jx   – значення, на яке треба збільшити 

функцію належності ( )jX x
 

вершини jx
 і 

( , )j iV x x
 

реб ра ( , ),j ix x  щоб досягнути не-

обхідної величини ( ) ;V G reg

http://www.business-inform.net
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 вектор-рядок L – довжина шляху (кількість ре-
бер) від досліджуваної вершини до першої;

 вектор-рядок попередніх вершин ,PX  де 

( )P
ixX

 
– номер вершини, в яку можна прийти 

з вершини xi ;

 вектор-рядок розгляду вершин .RP  Якщо всі 
шляхи, по яких можна прийти до вершини xi  , 
розглянуті, то, відповідно, даній вершині при-
своюється «1», у протилежному випадку – «0».

Вибираючи в першу чергу ,kx  для якої 

( ) { ( )},k ix x x  
ми обходимо тільки ті вершини нечіткого графа 

( , ),G x U 

  яких достатньо для досягнення необхідного 

значення
 

.( )regV G

ВИСНОВКИ
Підсумовуючи результати проведеного досліджен-

ня, можна зазначити, що вказаний метод сприяє підви-
щенню ступеня живучості мережі аеропортів з урахуван-
ням інформації про об’єкти мережі до заданого значення 
без урахування вартості необхідних для цього заходів. 

Поглиблення вивчення питань, розглянутих у да-
ній статті та у [8], а також вивчення питання мінімізації 
витрат на підвищення ступеня живучості нечіткої мере-
жі аеропортів є перспективним напрямком подальших 
досліджень.                     
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